Calka potrojna — okreslenie oraz metody obliczania

OkresSlenie oraz wlasnosci calki potrdjnej

Calke potrojna w obszarze przestrzennym V zdefiniujemy analogicznie, jak
catke podwdjng w obszarze ptaskim D.
Niech dana bedzie funkcja trzech zmiennych f(x,y,z), ktora jest okreslona

iograniczona w pewnym domknigtym obszarze przestrzennym (bryle) V.
Dokonajmy podziatu P, obszaru V' na n podobszarow domknietych V;
oobjetosciach AV, (k=1,2,...,n ), ktore catkowicie go wypetniaja i maja
parami roztaczne wnetrza.

Oznaczmy:

d, — Srednica podobszaru V,, tj. dlugo$¢ najdluzszego odcinka o koncach

nalezacychdo V,,

0, = max d, — Srednica podziatu P, .
1<k<n

Jezeli lim 6, =0, to ciag podziatow {P } obszaru V nazywamy normalnym.

W kazdym podobszarze V, obieramy dowolnie punkt A4, (x,,y,,z,),

obliczamy f(x,,y,,z,),a nastepnie tworzymy tzw. sume catkowq:

0, = Zf(xk Va2 ) AV
k=1

Definicja 1. Jezeli dla kazdego ciggu normalnego podzialow obszaru V' kazdy
ciag sum catkowych {o,} dazy do tej samej granicy skonczonej i granica ta
nie zalezy od wyboru punktow 4, (k=1,2,...,n), to granic¢ t¢ nazywamy
catkq potrojng funkcji  f(x,y,z) wobszarze V' ioznaczamy symbolem

ffff(x,y,z)dl/ lub ffff(x,y,Z)dxdydz,

Mozemy zatem zapisac:
[[[ rev.2ar = 1m > r,,2047,
Vv " k=1

O funkcji f(x,y,z) méwimy wowczas, ze jest catkowalna w rozwazanym
obszarze.



Twierdzenie 1.Jezeli funkcje  f(x,v,z), g(x,y,z) sa catkowalne
w obszarze domknietym V, to:
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2° fff[f(x,y,z):I:g(x,y,z)]dxdydz:

:ffff(X,y,z)dxdydz + fffg(x,y,z)dxdydz,

Twierdzenie 2 (o addytywnosci calki potréjnej wzgledem obszaru
calkowania). Jezeli funkcja f(x,y,z) jest calkowalna w przestrzennym

obszarze domknigtym V, gdzie V' jest sumg dwoch obszar6w domknigtych V]
i V, oroztacznych wnetrzach (V =V, UV,), to:

ff f(x,y,z)dxdde:ffff(x,y,z)dxdydz+ffff(x,y,z)dxdydz.

Calka potrojna w obszarze normalnym

Definicja 2. Przestrzenny obszar domkniety V'  nazywamy obszarem
normalnym wzgledem plaszczyzny Oxy (rys. 2.1), jezeli mozna zapisaé go
W postaci:

V=A{(x,y,2): (x,»)€D, p(x,y)<z<q(x,y)},
gdzie funkcje p i g saciagle na obszarze ptaskim D oraz p(x,y)<gq(x,y) dla

punktow (x,y) nalezacych do wnetrza obszaru D.

Twierdzenie 3. Jezeli funkcja f(x,y,z) jestciagla w obszarze V, ktory jest
normalny wzgledem ptaszczyzny Ozxy, to:
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q(x,)
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p(x.y)

dxdy . (D)

Z powyzszego twierdzenia wynika, ze obliczenie calki potrdjnej sprowadza si¢
do obliczenia dwoch catek: calki pojedynczej 1 catki podwdjne;.

Uwaga. Jezeli obszar ptaski D jest normalny wzglegdem osi Ox i mozna
zapisaé go w postaci:

D={(x,y): a<x<b, [(x)<y< f1(x)},
to stosujac wzor na zamiane calki podwojnej na iterowane do prawej strony
wzoru (1) otrzymamy:



b | ()] q(x,p)
ffff(x,y,z)dxdydz:f f f(x,y,z)dz|dydx. 2)
v a | A [p(x.y)
“ z=q(x,y)

I in(x,y)

Rys. 1. Obszar normalny wzgledem ptaszczyzny Oxy

Na ogot, catki iterowane wystepujace we wzorze (2) po prawej stronie znaku
roéwnosci zapisuje si¢ w nieco odmiennej postaci, a mianowicie:

b | ()| q(x,p) b L) q(x,y)
f fx,y,2)dz|dy dx:fdxf dy f f(x,y,z)dz.
a | h(X) [ p(x,») a fi(x)  p(x,y)

Nalezy jednak pamigta¢, ze zapis ten nie oznacza mnozenia catek
pojedynczych, a kolejnos¢ calkowania jest nastgpujgca: pierwsze catkowanie
odbywa si¢ wzgledem zmiennej z (pozostale zmienne traktujemy jako stale),
drugie — wzgledem zmiennej y (tutaj zmienng x traktujemy jako staly), a
trzecie (juz przy statych granicach catkowania) przeprowadzane jest wzgledem
zmiennej Xx.

Uwaga. Analogicznie obliczamy calki potrdjne po obszarach normalnych
wzgledem pozostalych plaszczyzn ukladu wspotrzednych. Dodatkowo,
w kazdym przypadku obszar D moze by¢ normalny wzgledem jednej lub
drugiej osi. Lacznie mamy do czynienia z szeScioma odmiennymi sytuacjami.
Sformutowanie  odpowiednich  definicji 1 twierdzen pozostawiamy
Czytelnikowi.



Definicja 3. Sumg¢ skonczonej liczby obszaré6w normalnych wzgledem
ptaszczyzn uktadu wspoétrzednych o parami roztgcznych wnetrzach nazywamy
obszarem regularnym w przestrzeni.

W szczegbélnym przypadku, gdy obszar V' jest prostopadtoscianem o bokach
rownolegtych do osi uktadu wspoétrzednych, to przy obliczaniu catki potrdjnej
mozemy postuzy¢ si¢ nastepujacym twierdzeniem:
Twierdzenie 4. (o calce potréjnej po prostopadlo$cianie)
Jezeli obszar catkowania V. jest prostopadtoscianem okre§lonym
W nastepujacy sposob:

V={(x,y,y): a<x<b, c<y<d, p<z<gq},
to wowczas:
1° obojetna jest kolejno$¢ catkowania i przyktadowo mozemy zapisaé:

f f f(x,y,2)dxdydz = jdxj dyj f(x,y.2)dz .

2° jezeli funkcja f jest funkcja o rozdzielonych zmiennych i mozna jg zapisa¢
w postaci f(x,y,z)=g(x)-h(y)-k(z), gdzie funkcje g, h ik sa ciggle
odpowiednio na przedziatach [a,b], [c,d] 1 [p,q], to:

ffff(x,y,Z)dxdydz = ]g(x)dx-jh(y)dy. ]k(z)dz '

Przyklad 1. Obliczy¢ calke potrojna
f f (x+ yz)dxdydz ,
V

po prostopadtoscianie
V={(x,y,z):—1<x<1, 0<y<1, —2<z<1}.

Rozwiazanie. Zastosujemy wzor zawarty w pierwszym punkcie twierdzenia 4,
tj. zamieniamy catke potrdjng na catki iterowane:
1 1 1 1 1 1
ff (x+yz)dxdydz:fdxfdyf(x+yz)dz:fdxf dy =
v -1 0 -2 21 o
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Przyklad 2. Obliczy¢ calki potrojne po obszarach przestrzennych V
ograniczonych podanymi powierzchniami:

a) fffydxdydz; V:x=0, y=0,z=0,2x—y+z—2=0,
4

b) fff(x+z)dxdydz; Vi y=x, y=1, z=0, z=3,
14

R ) 2 . _ B B
c) f[fxdxdydz, Vix"+y =1, z=0, z=3, x=0, y=0,(x,y>0).

Rozwiazanie.

a) Sporzadzamy najpierw rysunek obszaru catkowania (rys. 2a). Obszar V' jest
ograniczony plaszczyznami uktadu wspotrzednych oraz ptaszczyzna
2x—y+z—2=0. Aby wyznaczy¢ punkty przeciecia ostatniej plaszczyzny

z osiami uktadu wspotrzednych, zapiszmy jej réwnanie w postaci odcinkowej:
dx—y+z-2=0, 2x—y+z=2/:2, 2+ L Zq,

1 -2 2
Zatem rozwazana plaszczyzna przecina osie uktadu w punktach: A(1,0,0),

B(0,—2,0), C(0,0,2).

y=2x-2

=V

Q

-2

Rys. 2. [lustracja do przyktadu 2a

Latwo stwierdzi¢, ze obszar V jest normalny chociazby wzgledem plaszczyzny
Oxy. Zauwazmy, ze wspotrzedna z dowolnego punktu P(x,y,z) obszaru V

zmienia si¢ w granicach:

0<z<-2x+y+2.



Aby z kolei okresli¢, w jakich granicach zmieniaja si¢ wspotrzedne x i y punktu
P obszaru ¥V, wyznaczamy rzut D tego obszaru na plaszczyzng Oxy (rys. 2b).
Rownanie prostej y =2x—2, na ktorej lezy dolna krawedz obszaru D mozna

tatwo wyznaczy¢ (jako cze§¢ wspolna dwoch plaszczyzn) podstawiajac z =10
do réwnania plaszczyzny 2x—y+z—2=0. Potraktuyjmy obszar D, jako
normalny wzgledem osi Ox. Mozna go wiec okresli¢ nierowno$ciami:
0<x<1
D: .
2x—2<y<0
Ostatecznie obszar V' mozemy zapisa¢ w postaci:

V={(x,y,2):0<x<1, 2x—2<y<0, 0<z<-2x+ y+2}.

W celu obliczenia danej catki potrdjnej korzystamy ze wzoru (2) i zamieniamy
ja na calki iterowane:
—2x+y42 1 0

ff ydxdydzz]dx] dy f ydz:fdxf [yz];z”y+2 dy =
14 0 2x-2 0 0 2x

—2

0 1 0
dxf [y(—2x+y+2)]dy:fdxf (—2xy+ y* +2y)dy =
2x—2 0 2x-2

0

dx =

2x—2

1
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b) Obszar ¥ jest tutaj ograniczony walcem parabolicznym o rownaniu y = x°

oraz trzema plaszczyznami: y =1, z=0, z=3. Sporzagdzamy rysunek obszaru
V' (rys. 3a) oraz jego rzutu D na plaszczyzng Oxy (rys. 3b).
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Rys. 3. Ilustracja do przyktadu 2b
Traktujemy obszar V, jako normalny wzgledem ptaszczyzny Oxy, a jego rzut,
jako obszar normalny wzgledem osi Ox. Patrzac na rysunek 3 zapisujemy:
V={(x,y,z):—1<x<1, ¥’ <y<1,0<z<3}.

Przechodzimy do obliczenia danej catki potrojne;j:

fff(x+z)dxdydz:]dx]dy](x+z)dz=]dx]

x2

1 3
xz+—2*| dy=
2 0

1 1

_fdxf[3x+ ]dy ]:[3xy+ y

1 X
:f[3x+2—3x3 —2x2]dx: Ex2 %—gx—ix4 _3
2 2 2 2 4 2

1

dx =

c¢) Na rysunku 4 przedstawiono obszar calkowania V (rys. 4a)ijego rzut D na
plaszczyzng Oxy (rys. 4b). Obszar ¥ ograniczony jest walcem x> + y* =1,
ptaszczyznami uktadu wspotrzednych: x=0, y=0, z=0 oraz plaszczyzng
z=3. Ponownie obszar V  potraktujemy, jako normalny wzgledem
ptaszczyzny Oxy. Wspdirzedna z dowolnego punktu P(x,y,z) obszaru V
spelnia warunek: 0 <z <3. Aby wyznaczy¢ granice zmienno$ci wspotrzgdne;
x 1y zauwazmy, ze rzut obszaru V na plaszczyzn¢ Oxy jest ¢wiartkg kota
ograniczonego okregiem o réwnaniu x” + y* =1. Zatem gorng polowe tego



okregu mozna opisaé¢ rownaniem: y=+/1—x? , a co za tym idzie wspohrzedne
x 1y kazdego punktu obszaru D spetniajg nierownosci:

0<x<1
D: .
0§y§\/1—x2
2) Az b)
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Rys. 4. Ilustracja do przyktadu 2c
Ostatecznie obszar V' mozemy zapisa¢ w postaci:
V={(,y,2):0<x<1, 0<y<+l—x*,0<z<3}.
Obliczamy dang calkq:
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| 1-x* =t 30
1-x2
X dx=3 [ xN1=x*dx=|—2xdx=dt|=—= [t dt =
o o] ]
xdx =——dt
: 1
f—fﬂdt ——t2 :[\/t_3 =1.
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